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Ad. 1.1 Pochodna i całka niecałkowitych rzędów Riemanna-

Liouville’a 

Dla ,  
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Ad.1.1.1 Przypadek szczególny – klasyczna pochodna i całka 

określona 

Dla ,  
 

 

 
 



 

 

 

 
 

 

 
 

 
 



 

 

Ad. 1.2 Różnica i suma niecałkowitych rzędów Grünwalda-

Letnikova 

 
 

Postać: Grünwalda-letnikova, Hornera, Caputo, Riemanna-Liouville’a 



 

 

 
 

 
 

– różnicowana/sumowana funkcja 

– współczynniki 

– rząd różnicowania (), sumowania ( ) 
 



 

 

 

 

 

 

 

Suma rzędu -1 oraz -0.5 funkcji dyskretnej (o) jako suma pól oznaczonych kolorem 

szarym 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

Różnica rzędu -1 oraz -0.5 funkcji dyskretnej (o) jako suma pól oznaczonych kolorem 

szarym 

 

 

 

 
 



 

 

 

Ad 1.2.1. Przypadek szczególny – klasyczna różnica wsteczna i 

suma 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 



 

 

Ad. 1.2.2.Różnica i suma niecałkowitych zmiennych rzędów 

 
 

 
 

– różnicowana/sumowana funkcja 

– współczynniki 

– funkcja rzędu różnicowania (), sumowania 

( ) 



 

 

Ad. 2.1. Podstawowa struktura układu regulacji 
Koncepcja regulatora 1890, PID ElmeraSperry z 1911 roku automatycznego sterowania statkiem, 1922 roku Nicolas Minorsky 
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 ï nominalna macierz transmitancji sterowanego obiektu o wymiarach   

 ï macierz transmitancji regulatora o wymiarach   

 ï macierz transmitancji kompensatora wstňpnego o wymiarach   

 ï macierz transmitancji kompensatora w sprzňŨeniu zwrotnym oraz dynamikň czujnik·w pomiarowych o wymiarach   

 ï wektor sygnağ·w o wymiarze  zamkniňtego ukğadu regulacji 

 ï wektor sygnağ·w zakğ·cajŃcych wektor sygnağu sterujŃcego o wymiarze  zamkniňtego ukğadu regulacji  

 ï wektor sygnağ·w zakğ·cajŃcych wektor sygnağu wyjŜciowego obiektu o wymiarze  zamkniňtego ukğadu regulacji  

 ï wektor sygnağ·w reprezentujŃcych szumy pomiarowe wprowadzane przez czujniki, o wymiarze ,  

 ï wektor sygnağ·w wyjŜciowych zamkniňtego ukğadu regulacji o wymiarze   

 ï wektor sygnağ·w wyjŜciowych regulatora (na ten sygnağ nakğada siň zazwyczaj ograniczenie ), 

 ï wektor sygnağ·w wyjŜciowych obiektu (sygnağ ten jest w praktyce niemierzalny), 

 ï wektor sygnağ·w uchybu regulacji (sygnağ ten sğuŨy jako miara jakoŜci regulacji (miara efekt·w dziağania regulatora)), 

 ï wektor sygnağ·w uchybu regulatora (sygnağ ten sğuŨy jako miara jakoŜci (efekt·w dziağania regulatora) regulacji). 



 

 

Ad. 2.2.1 Klasyczny ciągły regulator PID 

 

 

 

 

 
  

 ï zakres proporcjonalnoŜci, 

  ï czas zdwojenia (stağa cağkowania) , 

 ï wyprzedzenia (stağa r·Ũniczkowania).  
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 
 
 
 
Transmitancja operatorowa regulatora PID  

 
 

 
 

 
 

 

 

 



 

 

Ad. 2.2.1 Klasyczny dyskretny regulator PID 

 

 
 

 
 
 
 
 
 



 

 

 
 
 

 
 
 
Transmitancje obu wersji dyskretnego regulatora PID r·ŨniŃ siň nieznacznie (r·Ũnice zaznaczone sŃ kolorem czerwonym) 

 

 
 

 
 

 

 

 



 

 

 

Postać równoważna 

 

 

 
 
 

 

Współczynnik Całkowanie metodą 

prostokątów 

Całkowanie metodą 

trapezów 

 

  

 

  

 

  



 

 

Równanie 1 

Ad.2.3 Regulator PID niecałkowitych rzędów 
Ad.2.3.1 Dyskretny regulator PID niecałkowitych rzędów 
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Równanie 2 

Ad.2.3.2 Dyskretny regulator PID zmiennych niecałkowitych 

rzędów 
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Schemat blokowy dyskretnego regulatora PID zmiennych niecağkowitych 

rzňd·w 



 

 

Ad.2.3.3. Struktura dyskretnego regulatora PID zmiennych 
niecałkowitych rzędów 

 

 



 

 

Ad.2.3.4. Odpowiedzi skokowe dyskretnego regulatora PID 

zmiennych niecałkowitych rzędów 
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Przebiegi funkcji rzędów różnicowania i sumowania 



 

 

 

 
Odpowiedź skokowa regulatora PID zmiennych niecałkowitych 

rzędów 



 

 

 
Uchyb pomiędzy odpowiedzią regulatora PID zrealizowaną w układzie 

mikroprocesorowym oraz symulowaną w programie MATLAB 



 

 

Ad.3. Przebiegi w układzie rzeczywistym i symulacje 

komputerowe 
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Ad.4. Problemy otwarte 

 

 Dobór funkcji rzędu dyskretnego różniczkowania i całkowania 

 Dobór funkcji rzędu dyskretnego różniczkowania i całkowania 
zależnych od uchybu i sygnału wyjściowego regulatora 

 Model niecałkowitego rzędu dynamiki ramion robota w oparciu 
o formalizm Eulera-Lagrange’a 

 Model niecałkowitego rzędu dynamiki platformy mobilnej 

 Zastosowanie uproszczonych postaci różnicy i sumy 
niecałkowitego rzędu 

 Optymalizacja realizacji mikroprocesorowych 

 

 

 

 

 



 

 

Ad.5. Wnioski końcowe 

 

Narzędzie matematyczne:  

rachunek różniczkowo-całkowy niecałkowitego rzędu będzie  

rachunkiem XXI wieku (Katsuyuki Nishimoto). Wszystko 

wskazuje, że już się staje. 

 

Zastosowania: 

 Modelownie zjawisk fizycznych (procesy dyfuzji, modelowanie 
procesów tarcia, modelownie elementów elektronicznych - 
kondensatorów i cewek magnetycznych) 

 Analiza dynamiki zjawisk i układów fizycznych 

 Synteza zamkniętych układów sterowania z algorytmami 
opisanymi równaniami różnicowymi niecałkowitych rzędów 

 Przetwarzanie obrazów 

 Projektowanie trajektorii autonomicznych ruchomych obiektów  
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